Hbhe, Neigung oder Krimmung?
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In diesem Beitrag wollen wir eine wichtige Frage motivieren, die man sich bei
jeder Messaufgabe stellen sollte: Welche GréRe ist die richtige fur die

Charakterisierung meines Messobjekts?

1 Motivation der Fragestellung

Abbildung 1 zeigt das verzerrte Spiegelbild einer
Kuppel in der gegenuberliegenden Fensterfront.
Die Hauptursache fir die starken Verzerrungen
liegt offensichtlich nicht darin, dass manche Teile
der Scheibe nédher am Betrachter sind als andere —
das waren Unterschiede in der Héhe z(x,y), son-
dern vielmehr darin, dass die lokale Neigung a(x,y)
variiert.
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Abb. 1 Verzerrtes Spiegelbild der Kuppel der Basilika in
Weingarten (Titelbild des Tagungsprogramms). Urséch-
lich fur die Verzerrung sind lokale Neigungsvariationen!

Solche Verzerrungen auf Grund lokaler Neigungs-
variationen sind das Grundprinzip vieler de- bzw.
reflektometrischer Verfahren. Mit diesen Verfahren
kénnen lokale Neigungen spiegelnder Freiformfla-
chen gemessen werden ([1],[2],[3]). So ergibt sich
die erste Motivation fir die Fragestellung dieses
Artikels: Es gibt keine oder nur sehr eingeschrank-
te Moglichkeiten die Hohe spiegelnder Freiformfla-
chen optisch direkt zu messen — aber die Gradien-

ten.

Abb. 2 Messung eines Objekttragers mit einer einpolier-
ten Delle. Links: Hohenkarte [0-160 um]. Rechts: Nei-
gung in y-Richtung [0-8 arcmin].

Wie in Abbildung 1 gezeigt, ist die Hohe oft auch
gar nicht die entscheidende GrofRRe. Geht es zum
Beispiel um die Identifizierung lokaler Fehler, so ist
der im Allgemeinen grol3e Wertebereich von Ho-
hen gegenuber den kleinen Fehlern bei der Feh-
lersuche sogar stérend: Wéahrend man in Abbil-

dung 2 im Hohenbild auf Grund der globalen
Durchbiegung keine lokalen Fehler entdecken
kann, ist die Delle im Neigungsbild klar erkennbar.

Dies ist klar, da ein lokaler Fehler einer kleinen
Hoéhendnderung Az auf kurzer Strecke Ax ent-
spricht. Der Winkel a~Az/Ax kann somit auch bei
geringen Hoéhenvariationen sehr grof3 sein, wenn
Ax entsprechend Klein ist.

Weitere, noch feinere Details werden sichtbar,
wenn man die Krimmung betrachtet (Abbildung 3).
Bei dieser Messung eines Gleitsichtbrillenglases
sind in der Krimmungskarte feine Bearbeitungs-
spuren sichtbar, die nur einige Nanometer tief sind.

Abb. 3 Messung eines Brillenglases. Links: Hohenkarte
[0-7 mm]. Rechts: mittlere Krimmung [2-3,5 dpt].

2 Umrechnen der GroRRen

Es stellt sich die Frage, ob man die Gro3en nicht
einfach in einander umrechnen kann. Kann man
also lokale Details nicht einfach durch Differentiati-
on von Hoéhendaten oder die globale Form durch
Integration von Neigungsdaten gewinnen?

Zur Beantwortung der Frage muss man bei realen
Messdaten das Rauschen mit in Betracht ziehen.
Fir gemessenen Hohendaten gilt dann:

Ziness (X) = Z(X) + Zausch (X) . 1)

Beschrankt man sich der Anschaulichkeit halber
auf eine Dimension, so entspricht der Neigungs-

winkel a(x) in etwa der Ableitung 0z/0x. Fir die
durch Differentiation berechnete Neigung gilt dann:

o
g () = a(X) + A—i , @
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Mmit 0Z=Z, e (X+ AX) — Z,1ycn (X) , e€iner Zufalls-

groRe deren Varianz unabhéngig von x und Ax ist.
In Gleichung (2) kommt zur echten Neigung somit
ein Rauschanteil hinzu, der umso gréRer ist je
kleiner Ax ist. Das ist konsistent mit folgender Be-
trachtung: Die Ableitung entspricht im Frequenz-
raum einer Anhebung des Signals bei hohen Fre-
quenzen. Es ist also sehr schwierig kleine Details
aus rauschbehafteten Daten durch Ableitung zu
extrahieren. Das gilt im besonderen MalRe fir
Krimmungen, deren Berechnung eine zweite Ab-
leitung bendtigt. Hier haben Techniken zur Mes-
sung von Gradienten klare Vorteile [4], speziell,
wenn es um die Strukturanalyse einer Topologie
geht [5].

Umgekehrt filhren gemessene Neigungsdaten
amem(x) = (Z(X) + X ausch (X) 3

durch (Pfad-)Integration von x=0 ausgehend zur
Hohe z(x) mit einem unbekannten Offset C:

Z () =C+Z(X) + ) e (X) - AX. (4)

X'<X

Fir konstantes Ax ergibt sich ein Rauschanteil von
Zyauschint () = NAX-{arausch>, mit dem Mittelwert

des Rauschens (@ ,qn) und N=X/AX, der An-

zahl der Integrationsintervalle. Der Mittelwert sollte
bei perfekter Kalibrierung 0 sein — mit einem Feh-

ler von 5a/\/ﬁ. oa ist dabei analog zur Hohen-

messung ein MaR fur das Rauschen der gemes-
senen Gradienten. Es bleibt:

Zrausch,int(x) =+/X-AX -0 = X- 50:/\/W (5)

Bei der Integration wird der Fehler also umso gro6-
Ber je weiter man sich vom Ursprung entfernt. Im
Frequenzraum heil3t das: Bei der Integration wer-
den die tiefen Frequenzen angehoben — langwelli-
ge kleine Fehler werden verstarkt. Es ist somit
schwierig die globale Form aus gemessenen Nei-
gungsdaten zu rekonstruieren. Dies gilt insbeson-
dere dann, wenn aufgrund systematischer Kalib-
rierfehler der Mittelwert des Rauschens nicht O ist.
Es bleibt anzumerken, dass die Integration in zwei
Dimensionen wesentlich komplizierter ist ([4], [6]).

integriert aus Neigung

Im)
#

differenziert aus Hohe
gemessene Neigung |

Abb. 4 Bei Differentiation wird das hochfrequente Rau-
schen verstérkt, bei Integration leidet die Formtreue.

In Abbildung 4 sind die Fehler, die durch Integrati-
on und Differentiation entstehen, symbolisch dar-
gestellt.

3 Wahl der betrachteten Gréf3e

Bei Messaufgaben der oben beschriebenen Art
muss man sich also fragen:

Wird die globale Form bendétigt oder sollen lokale
Fehler identifiziert werden? Welche Genauigkeit
wird bendtigt? Eine Toleranz sollte nach (2) und
(5) immer abhangig von der bendtigten lateralen

Aufldsung Ax spezifiziert werden.

Tendenziell gilt, dass fur lokale Eigenschaften
Neigung oder Krimmung aussagekréftiger sind
wobei die globale Form Uber grof3e Distanzen hin-
weg eher mit H6henmessungen ermittelt werden
kann — so es denn Uberhaupt ein geeignetes
Messsystem gibt (Tabelle 1).

Wenn es kein Verfahren zur direkten H6henmes-
sung gibt, kann man aber mit den in [4] und [6]
beschriebenen Methoden inzwischen auch die
Form spiegelnder Freiformflachen bis auf wenige
pm bestimmen.

gemessen
Héhendaten |Neigungsdaten

£ lokale Details

S , - +

@ kleines Ax

S

2 globale Form

) + —

o grof3es x

Tab. 1 Vergleich der Ergebnisse. Je nachdem ob die
globale Form oder lokale Details von Interesse sind, sind
Neigungs-, oder Héhendaten besser geeignet.
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