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Es werden die Grundlagen einer einfachen Naherungstheorie beschrieben, die es
erlaubt, die Temperaturverteilung in einer dinnen Linse aufgrund von Wéarmelei-

tung und Absorption zu bestimmen.

1 Ein schneller Weg zur radialen Temperatur-
Verteilung
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Abb. 1 Schematische Darstellung der Linse

Wir betrachten das innere Volumen einer Linse, das
durch den Zylinder-Mantel der Héhe H(p) begrenzt
wird. Wenn darin durch Absorption die Warmeleis-
tung N produziert wird, erhéht sich entweder die
Temperatur, oder die Warme fliel3t ab:

O+J=NE"J=Nn, (1)

wobei die letzte Gleichung im stationaren Fall gilt. v
ist die Warmeleistungsdichte:

P H{(p")
N = fjjydv =27 - / dp" - p"” / v(p”, z) dz
0 0
p
= 2ne [ HG) o). )
0
Dabei habe ich definiert:
) H(p)
v(p) = H) O/ v(p,z)dz. 3

Wir nehmen nun (vorlaufig) an, dass der Abtrans-
port der Warme hauptséachlich durch Warmeleitung
in der Linse, d.h. durch die Zylinder-Mantelflachen
geschieht (X ist die thermische Leitfahigkeit):

_ oT
J=-\[[vT-ds = J= 2 X Hlp). (4

Daraus erhalten wir unmittelbar einen Ausdruck flr
die radiale Temperatur-Verteilung:
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Ahnliche Ausdriicke findet man in der Literatur, siehe
z.B. [1], [2], [3].

2 Die modifizierte Warmeleitungsgleichung

Die Energiebilanz in einem ringférmigen Volumen-
element mit Radius p, Dicke dp und Hohe H(p) lie-
fert:
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Die Losung dieser Gleichung ist identisch mit Gl.(5).
Statt des Terms, der von der Anderung der Ho-
he abhéangt, tritt in der Standard-Wéarmeleitungs-
gleichung die zweite Ableitung nach z als Sum-
mand auf. Daflr hat man es dort mit komplizierte-
ren Randbedingungen zu tun, derer wir uns in un-
serer Naherung entledigt haben. Hier haben wir nur
rotationssymmetrische Situationen betrachtet und
den Warmeubergang zur Umgebung vernachlas-
sigt. Zur eindeutigen Bestimmung der Losung von
Gl.(6) benétigt man den Wert der Temperatur an ei-
ner Stelle T]p:po oder den thermischen Anschlul3
an die Fassung. Der Gradient der Temperatur ist hier
davon unabhéangig. In der Nahe der Linsenmitte hat
man ein parabolisches Temperatur-Profil; insbeson-
dere verschwindet die Ableitung, was aufgrund der
Symmetrie zu erwarten war. Der Warmestrom aus
dem Rand der Linse ist exakt gleich der in der Lin-
se deponierten Leistung. Im Grenzfall einer diinnen,
planparallelen Platte gilt GI.(6) exakt.

3 Die Warmequellendichte

Nimmt man an, dass die Schwachung der
Bestrahlungsstarke I dem Lambert-Beer-Gesetz
folgt

I(p,z) =1(p) -exp (—a - 2), (7)
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und dass diese gesamte Leistung in Warme umge-
setzt wird, findet man:

H(p)

_ a-1(p)
v(p) = dzexp (—a-z)~a-I(p). (8)
/

H(p)

Die letzte Gleichung ist gliltig fur o - H(p) < 1, d.h.
fur schwache Absorption (was normalerweise bei
einer geeigneten Glasauswahl sehr gut erfillt ist).

4 Vergleich mit der numerischen Losung

Als Beispiel betrachten wir eine konvex-Linse (Mit-
tendicke: 20 mm, Randdicke 5 mm, Durchmesser
100 mm), die von einem GauB-Strahl mit 1/e2-
Radius 20 mm beleuchtet wird.
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Abb. 2 Numerische Lésung der Standard-Warmeleitungs-
gleichung. Die Variation von T entlang z ist klein ver-
glichen mit derjenigen entlang p.
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Abb. 3 Vergleich der numerischen Lésung der Standard-
Warmeleitungsgleichung (arithmetischer Mittelwert tUber
die z-Richtung) mit unserer Naherung.

5 Warmeaustausch mit der Umgebung

Will man den Warmeaustausch mit der Umgebung
erfassen, so muld man auch die Warmestrome durch
die Flachenelemente dA der optischen Oberflachen
berlcksichtigen. Ein Beitrag stammt von der War-

mestrahlung:
AP = dA-e(T)-o-[T* - Ty
~ dA~e(T)-4~0'TU3[T—TU]7 9

dabei ist Ty, die Umgebungstemperatur [K]; fur po-
liertes Glas ist ¢(T)) ~ 0.9 und o ist die Stefan-
Boltzmann Konstante. Die Linearisierung gilt fr
nicht zu groRe Temperaturdifferenzen. Eine Ver-
allgemeinerung, die trotz der sehr unterschiedli-
chen physikalischen Mechanismen den gesamten
Warmeflu3 zur Umgebung erfaldt, ist durch das
Newton’sche Abkihlungsgesetz gegeben [4]:

dJN:OzN- dA[T—TU] (10)

Man kann eine modifizierte Warmeleitungs-
gleichung mit Berucksichtigung des Warmeaus-
tausches formulieren, wobei es daflr grundsatzlich
egal ist, ob man hier zur Beschreibung den New-
ton’schen Warmestrom, Stefan-Boltzmann oder an-
dere einschlagige Gesetze benutzt. Die Behandlung
eines Kittgliedes ist konzeptionell &hnlich und fuhrt
auf ein System gekoppelter Differentialgleichungen.

6 SchluRBbemerkungen

Die hier skizzierte Theorie kann man verallgemei-
nern: durch Betrachtung eines Volumenelementes
in Polar-Koordinaten kann man auch fir nicht-
rotations-symmetrische Situationen eine modifizier-
te Warmeleitungsgleichung angeben.

Alle Temperatur-Simulationen basieren letztlich
auf Modell-Annahmen und bedirfen einer aus-
reichenden Datengrundlage bzw. Klarung der Wich-
tigkeit der einzelnen Effekte. Ein besseres Verstand-
nis ware z.B. winschenswert bei der Betrachtung
des Warmedurchgangs bzw. der Absorption von
Kittschichten, der Emissivitdt und Absorption von
Coatings bzw. der Oberflache, des Anteils der Streu-
ung im Glas, des Warmeflusses zur Linsenfassung
bei speziellen Montage-Technologien bis hin zum
Warmetransport durch Strahlung z.B. auch inner-
halb der Linse.

Die Temperaturverteilung verursacht eine GRIN-
Linse; sie kann je nach Anwendung sogar ein Vorteil
sein, sofern sie zuverlassig zu berechnen ist.

Literatur

[1] B. Aebischer, “Heat Conduction in Lenses,” Ma-
thematical Problems in Engineering (2007).
D0i:10.1155/2007/57360 ID 57360, 28 pages.

[2] C. A. Klein, “High-power CW Laser Windows: Edge-
Cooled or Face-Cooled?” Proc. of SPIE (High Heat
Flux Engineering) 1739, 230 (1993).

[3] R. Tangelder, L. Beckmann, and J. Meijer, “Influence
of temperature gradients on the performance of ZnSe-
lenses,” Proc. of SPIE (Lens and Optical Systems De-
sign) 1780, 294 (1993).

[4] M. Vollmer, “Newton’s law of cooling revisited,” Eur. J.
Phys. 30, 1063 (2009).

DGaO Proceedings 2010 — http://www.dgao-proceedings.de — ISSN: 1614-8436



