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Zur Simulation der Fokussierung ultrakurzer optischer Pulse im Fall beliebiger 
numerischer Apertur wird eine Erweiterung des Debye-Integrals unter Nutzung 
Huygens’scher Elementarwellen (Kugelwellen) in Kombination mit ein er 
kohärenten Überlagerung von F requenzkomponenten benutzt. Der G renzfall 
großer und kleiner Fresnel-Zahlen wird speziell untersucht.

1 Einführung 

Fokussierte ultrakurze optische Pulse ermöglichen 
die Erzeugung extrem hoher elektrischer Feldstär-
ken in einem kleinen Volumen über eine sehr kur-
ze Zeit, so dass eine ganze Reihe von Anwendun-
gen sowohl im technischen Bereich als auch im 
wissenschaftlichen Bereich existieren. Die Simula-
tion der Feldverteilung im Fokus ultrakurzer Pulse 
bei hoher numerischer Apertur unter Berücksichti-
gung der Polarisation ist deshalb auch eine inte -
ressante Fragestellung, die bisher nu r punktuell 
gelöst ist. 

Bei großen Fresnel-Zahlen kann in e iner kleinen 
Umgebung um den Fo kus herum das Debye-
Integral in der Erweiterung von Richards and Wolf 
[1] genutzt werden, um für eine monochromatische 
Welle die Feldverteilung zu berechne n. Ein ultra-
kurzer Puls wiederum kann in sein Frequenzspekt-
rum zerlegt werden, so dass unter Vernachlässi-
gung nichtlinearer optischer Effekte, z.B. im Vaku-
um, die Feldverteilung des Pulses im Fokus durch 
kohärente Überlagerung der Debye -Integrale der 
verschiedenen Frequenzkomponenten simuliert 
werden kann [2].  

2 Erweiterung der Methode für kleine Fresnel-
Zahlen 

Bei kleinen Fresnel-Zahlen versagt aber das De-
bye-Integral, insbesondere wenn das Feld außer-
halb der Brennebene betrachtet wird. Bekanntlich 
befindet sich das M aximum der Intensität hinte r 
einer Sammellinse mit kleiner Fresnel-Zahl näher 
an der Linse als die Brennebene [3], während das 
Debye-Integral diesen Effekt kom plett vernachläs-
sigt. Abb. 1-3 zeigt di e stationäre Simulation der 
Intensitätsverteilung einer idealen Sammellinse mit 
Brennweite f=1 mm und Aperturdurchmesser D=20 
µm, die mit einer line ar polarisierten ebenen Welle 
der Wellenlänge =0.5 µm beleuc htet wird. Die 

numerische Apertur beträgt  im Vakuum  
NAD/(2f)=0.01, d.h. eine  skalare Simulation mit  
der Komponente der elektrischen Feldstärke in 
Polarisationsrichtung ist hier auch ausreichend, 
und die Fresnel-Zahl ist FLinse=D2/(4f)=0.2<<1. 
Abb. 1 zeigt  die Simulation de s Betragsquadrats 
der elektrischen Feldstärke |E|2 mit dem De bye-
Integral, wobei sich die p araxiale Brennebene bei 
z=0 mm befindet und z=-1 mm unmittelbar hinter 
der Linse ist. Das Debye-Integral liefert also für 
dieses Beispiel eine komplett falsche Intensitäts-
verteilung, denn laut dem Debye-Integral wäre |E|2 
fast unabhängig von z gemäß der Faustfo rmel 
Fokustiefe proportional /NA2=5 mm, die aber nur 
für sehr gro ße Fresnel-Zahlen gilt. Abb. 2 zeigt 
eine skalar wellenoptische Simulation, wobei die 
Linse selbst mit der „Thin element approximation“ 
simuliert wird, was bei solch einer kleinen NA und 
Fresnel-Zahl mit hoher Genauigkeit erlaubt ist, und 
die Freiraumausbreitung mit dem Winkelspektrum 
ebener Wellen erfolgt. Das Maximum der Intensität 
ist nun al so deutlich näher an de r Linse als die 
Brennebene. 

Die Simulation mit Hilfe des Debye -Integrals, die 
die Polarisation berücksichtigt, aber kompon en-
tenweise auf die Fraun hofer-Näherung des Fres-
nel-Kirchhoff’schen Beugungsintegrals zurück 
geht, lässt si ch aber erweitern, indem sozusagen 
wieder zum Fresnel-Kirchhoff’schen Beugungsin-
tegral zurückgekehrt wird. Anstelle einer Planwelle, 
die sich längs des geometrisch optischen Strahls 
von der Linsenapertur zum Fokus ausbreitet, wird 
also nun wie beim Huy gens’schen Prinzip eine 
Kugelwelle betrachtet, die von ei nem Punkt der 
Linsenapertur ausgeht. Solange die numerische 
Apertur der Linse klein ist oder aber, bei hoher NA, 
der Winkel zwischen dem geometrisch optischen 
Strahl von d er Linsenapertur zum Fo kus und der 
Verbindungslinie von der Linsenapertur zum be-
trachteten Punkt P klein ist, kann die Polarisations-
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richtung wie beim Debye -Integral gewählt werden, 
ohne einen nennenswerten Fehler zu machen. 
Diese Erweiterung des Debye-Integrals um Kugel-
wellen liefert für das vorherige Beispiel die elektri-
sche Feldstärkeverteilung von Abb. 3. Sie stimmt  
mit der skalaren Simulation mit dem Winkelspekt-
rum ebener Wellen von Abb. 2 seh r gut überein. 
Nur ganz nahe an der Linsenapertur zeigen sich 
merkliche Unterschiede, da dort die K rümmungs-
radien der Kugelwellen gegen Null gehen und da-
mit die Amplituden divergieren. Der Unterschied ist 
allerdings in Abb. 2 und 3 nicht sichtbar, da es nur 
wenige Punkte nahe der Linse betrifft. 
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Abb. 1 Simulation mit dem Debye-Integral. 
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Abb. 2 Simulation mit skalarer Wellenoptik (Winkel-

spektrum ebener Wellen). 

z-axis/mm
-1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0

r-
ax

is
/m

m
-0

,1
-0

,0
5

0
0,

05
0,

1

I/I
_0

  1

  2

  3

  4

  5

Mittelwert 0,10405
RMS 0,405759
P-V 5,83741
Max 5,83741
Min 9,99631e-011

 
Abb. 3 Simulation mit der um Kugelwellen erweiterten 
Version des Debye-Integrals. 

3 Simulationsbeispiel eines ultrakurzen Pulses 
bei fast 4 Raumwinkel 

Im zweiten Beispiel soll die erweiterte Methode mit 
dem Debye-Integral verglichen werden, wenn die 
Fresnel-Zahl groß bi s sehr groß i st, so dass das 
Debye-Integral mit guter Näherung gültig sein soll-

te. Als Beisp iel wird die Fokussierung mit einem  
ideal reflektierenden tiefen Parabolspiegel betrach-
tet, wobei das Verhältnis Durchmesser D des Spie-
gels zu Brennweite f konstant bei D/f=10 liegt, die 
Brennweite aber variiert wird zwischen f=100 mm 
und 0.1 mm,  so da ss auch die F resnel-Zahl um 
diesen Faktor variiert. Beleuchtet wird  der Pa ra-
bolspiegel nun mit eine m ultrakurzen Puls mit 
Gauß-förmigem Frequenzspektrum bzw. Zeitver-
halten von nur 4 fs Dauer, ebener Wellenfront, 
radialer Polarisation und Amplitudenverteilung 
derart, dass nach der Reflexion am Spiegel in der 
räumlichen Verteilung eine Dipolwelle entsteht. Die 
Schwerpunktswellenlänge des Frequenzspektrums 
beträgt 0=800 nm. Sowohl die Simulation mit dem 
Debye-Integral als auch die Erweit erung unter 
Verwendung von Kugel wellen liefert für all e 
Brennweiten praktisch die gleiche Fel dverteilung. 
Abb. 4 zeigt eine Überlagerung der Einhüllenden 
von |E|2 für verschiedene Zeitpunkte, wobei jede 
der Feldverteilungen separat auf Maximalwert eins 
normiert wird (t=0 bezeichnet den Zeitpunkt des 
Durchgangs des Maximums des Pulses durch den 
Fokus). Die maximale relative Abweichung zwi-
schen der Simulation mit dem De bye-Integral und 
der erweiterten Methode beträgt bei t=20 fs und 
Brennweite f=0.1 mm, d. h. kleinste Fresnel-Zahl, 
bei der die größte Abweichung erwartet wird, nur 
7.10-3 bzw. bei f=100 mm nur 7.10-6.   

 
Abb. 4 Simulation des Parabolspiegels mit dem Debye-

Integral zu den Zeiten t=0 fs bis t=20 fs. Deutlich zu 
sehen sind auch die sogenannten Vorläuferpulse längs 

der optischen Achse nach rechts. 
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