Paraxialen Lichtverteilung im Fokusbereich der Linse: ein Vergleich von mehreren
analytischen Losungen
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Ein klassisches Problem in der Beugungstheorie ist die Beschreibung der
komplexen Feldverteilung in der Nahe des Brennpunktes. Zur Berechnung

dieser Verteilungen werden 3

analytische

Losungen diskutiert. Das

Hauptaugenmerk der Untersuchung liegt in der Konvergenzgeschwindigkeit der

Lésungen.

1 Einfihrung

Um die Abbildungseigenschaften eines optischen
Systems auch theoretisch verstehen zu kdénnen, ist
unter anderem von Interesse die komplexe Feld-
verteilung in der Brennebene einer Linse zu ken-
nen. Unter Verwendung der paraxialen Approxima-
tion kdnnen analytische Lésungen fur dieses Beu-
gungsproblem gefunden werden, fir den Fall, dass
eine ebene Welle auf ein Bikonvex Linse frifft. Die
laterale Ausdehnung der Linse ist durch eine Blen-
de begrenzt. Ausgangspunkt fiir die Berechnungen
ist das Fresnel'sche Beugungsintegral. Zur Lésung
des Integrals und zur analytischen Lésung werden
hier drei verschiedene Methoden verwendet. Zwei
der diskutierten Methoden nutzen die Lommel-
Funktion. Eine alternative Variante basiert auf der
Verwendung von Zernike Polynomen.
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Abb.1. Schematische Darstellung der Beugungs-
geometrie

2 Mathematische Beschreibung des gebeugten
Feldes

Trifft eine ebene Welle auf eine ideale Bikonvex
Linse(Abb. 1), d.h. ohne Abbildungsfehler, kann

zur Beschreibung des gebeugten Feldes das
Fresnel'sche Beugungsintegral verwendet werden,
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Wobei f die Brennweite der Linse und k die Wel-
lenzahl beschreibt. Fir rotationssymmetrische
Funktionen, wie die Linsenfunktion in GI.(1), lasst
sich das Beugungsintegral(1) vereinfacht darstel-
len, dazu werden die kartesischen Koordinaten in
ein Polarkoordinatensystem transformiert. Nach
Born und Wolf [1] gilt dann fiir das gebeugte Feld
hinter der Linse:
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werden auch als optische Koordinaten bezeichnet.
Das Integral (2) wird in Real- und Imaginarteil zer-
legt
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um diese getrennt mit Hilfe der Lommel-Funktion
zu berechnen (siehe S. 438 im [1]).

Es ergeben sich zwei Mdglichkeiten zur Berech-
nung — die Anwendung der ersten U, (u,v),

U,(u,v) bzw. der zweiten Lommel-Funktion

V,(u,v), V,(u,v). Eine alternative analytische

Lésung fir das beschriebene Beugungsproblem
basiert auf Zernicke Polynomen und wurde von
Nijboer entwickelt [2],

DGaO-Proceedings 2013 — http://www.dgao-proceedings.de — ISSN: 1614-8436 — urn:nbn:de:0287-2013-P056-11]

dx'dy’


mailto:yang.wu@tu-ilmenau.de

1

—éiu ?
2[e 2™ pdy(vp)dp=

0

e oo (27 Jona (V)
:2§(2n+1)(—|)e EJM%(—%)—V

(4)
3 Simulation

Das Beugungsintegral analytisch zu l6sen ist mit
den drei vorgestellten Methoden maoglich unter der
Verwendung verschiedener, unendlicher Reihen
von Bessel-Funktionen. Obwohl alle Methoden
mathematisch aquivalent und konvergent sind,
liefern diese in der numerischen Darstellung ver-
schiedene Ldsungen. Bei der Berechnung der
Integrale werden die unendlichen Reihen nach
einer endlichen Anzahl Glieder abgebrochen. Der
Konvergenzbereich und die Konvergenzgschwin-
digkeit spielen eine entscheidende Rolle bei der
Festlegung des Abbruchglieds. Je schneller eine
Reihe konvergiert, desto weniger Glieder werden
bendtigt und damit verkirzt sich die Rechenzeit.
Beim Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeiten
fur die drei Methoden werden erhebliche Unter-
schiede festgestellt.

Die Variante, die die erste Lommel-Funktion ver-
wendet, konvergiert schnell im Schattenbereich fir
U<V, aber im Beleuchtungsbereich fir U>V
wird eine héhere Anzahl Reihenterme bendtigt. Die
umgekehrte Situation herrscht bei der Nutzung der
zweiten Lommel-Funktion. Es wird deshalb als
sinnvoll erachtet eine Kombination beider Lommel-
Funktionen zu nutzen:
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Mit Gl. (5) werden 10 Reihenglieder bendtigt fur
die Berechnung des Integrals im Bereich

—Br<u<br, br<Vv<b6r.

Bei der Verwendung der Methoden mit Zernicke
Polynomen nach Nijboer ist eine hohe Konver-
genzgeschwindigkeit in der Nahe des Brennpunk-
tes fir U=0,v=0 zu finden. Im Schatten- und
Beleuchtungsbereich wird mit 5 Reihengliedern
eine hinreichende Genauigkeit erreicht. Liegt der
Beobachtungspunkt aufierhalb des Brennpunkts

mit U>>0, v>> 0 konvergiert die Lésung deutlich
langsamer und in diesem Fall ist es besser die
Lommel-Funktion zu nutzen. Abb. 2 und 3 zeigen
die Simulationen fur die drei behandelten Metho-

den.
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Abb. 2. Beugungsfeld an der Brennebene (u=0)

10 Termen werden in der Rechnung genommen
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Abb. 3. Beugungsfeld an der optische Achse (v=0)

10 Termen werden in der Rechnung genommen

4 Zusammenfassung und Ausblick

Die Simulationsergebnisse zeigen, dass die Me-
thode nach Nijboer eine hohere praktische Rele-
vanz besitzt als die anderen beiden Methoden.
Desweiteren ist diese Methode auch flr aberrati-
onsbehaftete optische Systeme anwendbar. Im
nachsten Schritt werden Methoden untersucht, die
ermdglichen das gebeugte Feld einer nicht idealen
Linse zu beschreiben.
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